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"Success breeds success"(SBS)理論を用いて逆冪型の科学生産性分布（Lotka 型分布）を説明するいく

つかのモデルが提案されてきた。しかしそれらの多くは定常分布を仮定しているため、標本サイズが

増加するときの分布形の変化を説明できず、また、ある次数以上のモーメントが発散するという問題

点を含む。この研究の目的は、モーメントの発散しない非定常的な Lotka 型分布を導くためのモデル

を提出し、このモデルに沿って確率密度関数を導くことである。 
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１．はじめに 

計量情報学の分野において、source が生産また

は所有する item の数に関する分布を一般的に科

学生産性分布と呼ぶ。この分布を、item 数 j を持

つ source の相対頻度（確率分布）f(j)で表す。最も

よく知られている科学生産性分布である Lotka の

法則は次式で表される。 
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 Lotka 自身は、Chemical Abstracts や他の書誌で

観測した著者の生産する論文数の分布から Lotka

の法則(1)を見出した[1]。この他、文章中の単語の

出現頻度[2]、雑誌に掲載されるある主題の論文数

[3]、論文が受ける引用回数[4,5]等の分布が近似的

にこの法則に従う。これらを一般化すると、source

（著者、単語等）が生産あるいは保有する item（論

文、単語出現等）の数の分布と言うことができる。

多くの経験的な事例では、(1)における a は 1.5～3

程度の範囲にわたっている[6]。 

Lotka 型分布を導くため種々の確率モデルが提

出されているが、最も著名なのは"Success breeds 

success" (SBS)理論に基礎を置いたものである。し

かしこれらのモデルには 2 つの問題点がある。 

第一に、ほとんどのモデルが定常状態を扱って

いることである。一般に、item 数(N)が増えるにつ

れて確率分布 f(j)の形は変化する（すなわち分布

が非定常的）。経験的にこの変化を詳しく分析し

た研究はある[7]が、これまでの Lotka 型モデルの

研究ではこのことが説明されていない。 

第二に、定常的分布ではある次数以上のモーメ

ントが定義できない。Lotka 分布(1)の場合、a より

小さい最大の整数を m とするとき、m 次以上のモ

ーメントは発散する。理論的確率密度関数が発散

すると、実測分布を理論分布に当てはめる方法が

制限される等の不都合が起こる： 

この研究では、モーメントの発散しない Lotka

型分布を導くためのモデルを提出し、確率密度関

数を導く。この関数は系に含まれる items 数 N あ

るいは source 数 M をパラメータとし、それらの変

化に伴う分布の変化を知ることができる。 
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２．過去の SBS モデル研究の概観 

Simon[8]に始まる SBS モデルの基本的考えは、

「総計 N 個の item が生産された後、(N+1)個目の

item を、既に j 個の item を持つ source のいずれか

が生産する確率は、それらの source が既に生産し

た item 数に比例する」である。 

しかし、この仮定だけでは新しい source が出現

することはできない。item の蓄積につれて source

の数も増加する（例えば新しい著者の出現やテキ

スト中への新しい語の出現）ようにするため、多

くの SBS モデルは、(N+1)個目の item を新しい

source が生産する「新 source 出現確率」（これを

α(N)とする）の仮定を導入する。 

このモデルに基づいて次の漸化微分方程式が導

かれる（N≫1 とする）。 
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nN(j)は、既に N 個の item が蓄積されていると

き、item 数 j を持つ source の数である。 

また、α(N)に対する上記の定義から次のよう

に書ける（やはり N≫1 とする）。 

( )
dM

N
dN

 = (3) 

これまでに提案された主な SBS モデルとそれ

から導かれた確率分布を表 1 に要約する。 

表 1 これまでに提案された主な SBS モデル 

提案者 Pr( 1)j j→ + 
分布の N 依存

性 

得られる分布 

Simon, 1955 [8] ( 1)j j  一定 なし（定常的） Yule 分布 （κ>1） 

Simon, 1955 [8] ( 1)j j 
N とともにゆる

やかに減少 
なし（定常的） 

Yule 分布 

(N に依存する ) 

Egghe and 

Rousseau, 1995 [9] 
( 1)j j  事前の仮定なし 準定常的 

Yule 分布 

(N に依存する ) 

Schubert and 

Glänzel, 1984 [10] 

( )

( 0)

j

j

 +


事前の仮定なし 

あり（但し定常

部分に注目） 

Waring 分布+時間依存

項 

Yule, 1925 [11] ( 1)j j  事前の仮定なし あり Yule 分布+時間依存項 

３. SBS 理論に基づく厳密な非定常的確率分布

SBS モデルに基づくこれまでの研究のほとん

どは定常状態における分布に注目している。

Yule[11]は非定常分布についてもかなり深く考察

しているが、定式化には至っていない。この節で

は、α(N)に対する仮定を設け、(2)に基づいて厳密

な非定常的確率密度関数 fN (j)を導く。 

3.1 基本的な方程式 

分布を得るための基本方程式は(2)であるが、数

学的に取り扱いやすいという理由により、以降で

は N の代わりに M を独立変数とする。(3)から、

/ ( )
d d dN d

M
dN dM dM dM

→ = 。故に(2)は次の

ように書き換えられる。
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α(M)の関数形が与えられれば、(4)を解いて

source 数 M における nM(j)を得ることができ

る。発表者は、4 つのα(M)の仮定に対して非定常

的確率密度関数を得たが、ここでは、最も妥当と

考えられる仮定に対する結果を述べる。 
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3.2 確率密度関数 

α(M)に対し以下を仮定する。 

1
( )
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+
(5) 

 , 0N M  ここで、 =

(5)を用いると(4)は次式になる。 
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初期状態 M = 1 において n(1) = 1, n(j) = 0 

(j≧2)としてこの微分方程式を解くと以下の

解が得られる。 
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11y M
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B(･,･)はベータ関数、By(･,･)は不完全ベータ

関数である。 (7)と (8)を用いて確率密度関数

fy(j)は、 

1 1
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この確率分布は、M の変化により形状が変わる

非定常分布であり、任意のモーメントはある有限

値に収束する。 

3.3 確率密度関数の性質 

3.3.1 M の変化に伴う分布形の変化 

(9)の fy(j)は 3 つの項からなる。これらを f 1、

f 2、f 3とする。f 1は定常項（M によらない）で

M→∞の場合に当たる。定性的には f 2 はこれを

押し下げ、f 3は逆に押し上げる。このことを確か

めるために、κ= 1.0 として M = 50, 5000 のそ

れぞれの場合に対し、次の 3 式の j による変化

を図 1 に示した：①f 1（M→∞での定常項）、

②f 1+f 3、③f 1+f 3+f 2（fy(j)に等しい）

図 1 から、M = 50 と M = 5000 の間で③す

なわち fy(j)の形が異なることが解る。 

図 1 fy(j)の各項の寄与（κ=1 の場合）： 

(a)M=50, (b)M=5,000 

①と②の比較から、第 3 項の押し上げ効果

は極めて僅かなことが解る。これに対して、

②と③の比較から解る第 2 項の押し下げ効果

は非常に大きい。j の大きい領域では第 2 項

は第 1 項とほぼ同じ大きさ（符号は逆）とな

り、両者を合わせた fy(j)は急激に減衰する。 

M→∞(y→0)では(9)の第 2 項と第 3 項が消え

て第 1 項のみが残り、 

1
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と い う Yule 分 布 に な る 。 こ の 解 は 、

Simon(1955)による定常分布を仮定した解 [8]

（表 1 参照）に等しい。(10)は j→∞で a=κ+1

の Lotka の法則(1)に近づく。 

3.3.2 M による分布の平均値及び分散の変化 

(9)から分布の平均μと分散σ2 が得られるが、

数式は省略し、κ が 0.5、1.0、1.5、2.0、2.5 の 5

つの場合における M による変化を図 2 に示す。 
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図 2 source 数(M)に伴う平均(μ)（左）と分散(σ2)（右）の変化 

M→∞の極限を考えると、μ は κ>1 では κ/(κ-1)

に収束するが 0＜κ≦1 では発散する。σ2は κ>2 で

は κ2/[(κ-1)2(κ-2)]に収束するが 0＜κ≦2 では発散

する。 

4．結論 

本発表では、定常分布の条件を課さない確率過

程方程式を解くことにより、非定常的でモーメン

トの発散しない確率密度関数 f(j)を得た。この分

布は、N→∞(M→∞)の極限では定常的な Yule 分布

になる。また、過去において非定常部分を含めて

考察した唯一の例である Yule のモデル[11]の非

定常部分（定式化はされていない）が、3.で得た

分布と等価であることを示すことができる。 
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